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基于不确定性与错误分类率博弈的序贯三支决策
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摘 要： 在实际分类决策中，序贯三支决策模型为决策者提供了一个渐进式的决策方法 . 然而，现有序贯三支

决策模型的研究从提高分类精度或减少不确定性的动机来求取每一粒层的决策阈值，缺乏对二者的综合考虑 . 为了

解决这个问题，本文结合博弈论的思想构建了基于错误分类率与边界域不确定性博弈的序贯三支决策模型 . 首先，分

析了序贯三支决策模型中边界域不确定性与决策区域错误分类率的变化关系并构建了二者之间的博弈；其次，从博弈

终止的条件出发，基于纯策略纳什均衡原理，提出了求取每一粒层自适应决策阈值的优化模型；再次，为了比较不同模

型的效果，从多目标决策的角度，设计了基于TOPSIS（Technique for Order Preference by Similarity to an Ideal Solution）的

阈值选取方法；最后，通过UCI数据集进行了两种模型的对比实验 . 实验结果表明：基于博弈论的序贯三支决策模型

求取的决策阈值具有更小的错误分类率以及更合理的阈值结构 .
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Sequential Three-Way Decision Model Based on the Game Between
Uncertainty and Error Classification Rate

ZHANG Qing-hua，HUANG Zhi-kang，GAO Man，AI Zhi-hua
（Chongqing Key Laboratory of Computational Intelligence，Chongqing University of Posts and Telecommunications，

Chongqing 400065，China）

Abstract： In actual classification decision, sequential three-way decision model provides decision-makers with a
progressive decision-making method. However, the existing researches of the sequential three-way decision obtain the
decision thresholds of each granularity layer motivated from improving classification accuracy or reducing uncertainty,
which lacks a comprehensive consideration of the two factors. In order to solve this problem, this paper concerning the idea
of game theory to construct a game-theoretic sequential three-way decision model between the error classification rate of
decision regions and the uncertainty of the boundary region. Firstly, the relationship between the uncertainty of the
boundary region and the error classification rate of the decision regions is analyzed, and then the game of the two players is
constructed. Secondly, starting from the game stopping condition, an optimization model for calculating the adaptive
decision thresholds of each granularity layer is designed based on the principle of pure strategy Nash equilibrium.
Furthermore, to compare the performance of different models, from the perspective of multi-objective decision-making,
another thresholds selection approach based on the TOPSIS(Technique for Order Preference by Similarity to an Ideal
Solution) is designed. Finally, a comparative experiment of the two models was conducted through the UCI data sets. The
experimental results show that the decision thresholds obtained by the game-theoretic sequential three-way decision model
have a smaller error classification rate and a more reasonable threshold structure than multi-objective decision-making.
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1 引言

近年来，不确定性问题成为智能信息处理［1，2］的一

个热点 . 其中，三支决策［3，4］将论域划分为三个不相交的

区域，即正、负、边界域；针对不同的区域执行不同的策

略 . 由于三支决策在信息不充分时无法对边界域对象执

行具体的决策，Yao［5，6］在多粒度空间下提出了序贯三支

决策模型 . 近年来关于序贯三支决策模型的研究已引起

许多学者的广泛关注［7~9］. 在动态多尺度决策表中，Li［10］
等借助序贯三支决策的思想应用到动态多尺度决策表

中，用于求解最优尺度问题 . 此外，在推荐系统应用方

面，Min［11］等将三支决策的思想引入到推荐系统中，提出

基于回归的三支推荐模型；考虑到数据同时具有瞬时和

动态的特征，Yang［12］等在三支近似背景下整合了动态性

和模糊性用于研究模糊概率空间下的近似问题 . 更多关

于序贯三支决策的研究进展可以参考文献［13~15］.
然而，传统的序贯三支决策模型只对决策后的边

界域进行了处理，对正、负区域不作处理，因此存在两

类分类错误现象［16］. 为了减少两类分类错误发生的几

率，文献［17］设计了一种惩罚函数对两类分类错误的

相应代价参数进行惩罚 . 使得决策在由粗粒度到细粒

度渐进的过程中误分类现象逐渐减少，最终提高了分

类精度 . 进一步地，在文献［18］中，从粒子细分的角度

提出了自主纠错的序贯三支决策模型 . 文中提出了基

于聚类技术来寻找纠错对象的模型，进而得到每一粒

层的纠错阈值 . 在序贯三支决策模型中，决策阈值的确

定基于以下两种假设：

（1）每一粒层的决策阈值对相同，即 (α1 β1 )=
(α2 β2 )= = (αn βn )；

（2）每一粒层的决策阈值对满足 0 £ β1 £ β2 £ £
βn £ αn £ αn - 1 £ £ α1 £ 1.

现有序贯三支决策模型的研究主要从提高模型的

分类精度或减少分类过程中边界域的不确定性来求取

决策阈值 . 这些研究能满足不同场景下的需求，且能取

得一定的效果 . 然而，在实际决策中，如何综合两方面

的因素来做出更合理的决策是值得研究的问题 . 例如，

决策者希望分类过程中错误分类率小的同时边界域的

不确定性也尽可能小 . 如此，既能保证一定的分类精

度，也能获得较高的决策效率 . 而在序贯三支决策模型

中，这两者很难同时达到最优，而是存在一种负相关变

化关系 . 因此，如何平衡序贯三支决策过程中错误分类

率与边界域不确定性两者之间的矛盾，进而选取出每

一粒层自适应的决策阈值是一个值得研究的问题 . 博
弈论作为一种对策论，最初以数学大师冯·诺依曼

（John von Neumann）和经济学者摩根斯坦（Oskar Mor⁃
genstern）的巨著《博弈理论与经济行为》的出版为标志，

已广泛应用于决策领域，并取得了良好的效果 . 为了解

决上述问题，本文首先从理论方面分析了序贯三支决

策过程中每一粒层错误分类率与不确定性之间的关

系，并证明了两者呈现负相关变化关系；其次，结合博

弈论的思想，构建了错误分类率与不确定性之间博弈

的过程 . 随后，为了比较模型的效果，基于不确定性与

错误分类率设计了多目标决策下的阈值求取方法 . 最
后，在同等实验条件下，进行了两种模型的对比实验，

实验结果验证了所提博弈论序贯三支决策模型的有效

性和合理性 .
2 相关基础

为了便于本文的阐述，本节对决策信息系统、等价

关系、粗糙隶属度、信息增益、信息增益比、序贯三支决

策、博弈论等一些基本概念进行了简要回顾 .
定义 1 决策信息系统［19］. 给定一个决策信息系

统 S = (UCDVf )，其中，U ={x1 x2 xn }是一个非空

有限对象集，即论域 . C ={c1 c2 cm }和 D ={d}分别

表示条件属性集和决策属性集且满足 CD =Æ. V 是

一个属性值集合，f：U ´C® V是一个信息函数，映射一

个具体对象到一个具体属性值 .
定义 2 等价关系［19］. 给定一个决策信息系统 S =

(UCDVf )，对于属性子集B(BÍC)，则论域U上的一

个等价关系 ind(B)可被定义如下：

ind(B)={(xy)|(xy)ÎU 2 "bÎ B (b(x)= b(y))} （1）
由等价关系 ind(B)形成了论域U上的一个划分，记

U/ind(B)={E|EÍU Ù"xyÎ EbÎ B (b(x)= b(y))}， [x]ind(B)ÎU

/ind(B)表示对象 x在等价关系 ind(B)上形成的等价类，

简记为[x]B或[x].
定义 3 粗糙隶属度［20］. 给定一个决策信息系统

S = (UCDVf )，X (XÍU )表示目标子集，B(BÍC)表

示属性子集 . 对于"xÎU，x的粗糙隶属度定义为：

μB
X (x)=

|X[x]B|

|[x]B|
（2）

其中，|•|称为集合的势 . 为了后文叙述的方便，粗糙隶

属度μB
X (x)简记为Pr(X|[x]).

定义 4 信息增益［21］. 给定一个决策信息系统 S =
(UCDVf ). 设论域 U 在等价关系 ind(B)(BÍC) 和

ind(D) 下的划分分别为 U/B ={B1 B2 Bm }和 U/D =

{D1 D2 Dn }，则信息增益Gain(DB)可定义为：

Gain(DB)=H (D)-H (D|B) （3）
其中，H (D)= -∑

i = 1

n |Di|

|U|
log2

|Di|

|U|
 H (D|B)= -∑

i = 1

m

P(Bi )∑
j = 1

n

P(Dj|Bi )log2 P(Dj|Bi ).
定义 5 信息增益比［22］. 给定一个决策信息系统

S = (UCDVf ). 条件属性集B(BÍC)和决策属性集D
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对论域 U 形成的划分分别为 U/B ={B1 B2 Bm }，

U/D ={D1 D2 Dn }. 则信息增益比 gR (DB)可定义为

其信息增益Gain(DB)与划分U/B关于属性B的值的熵

HB (U )之比，即

gR (DB)=
Gain(DB)

HB (U )
（4）

其中，HB (U )= -∑
i = 1

m |Bi|

|U|
log2

|Bi|

|U|
，m 是属性集 B 对 U 形成

划分的等价类的数目 .
定义 6 序贯三支决策［5，6］. 给定一个决策信息系

统 S = (UCDVf )，C1 ÍC2 ÍÍCn =C(|C| = n) 表 示

一组连续的属性集，则序贯三支决策（Sequential Three-
Way Decisions，STWD）可定义如下：

GL i = (UCi DVi fi )i = 12n
GL = (GL1 GL2 GLn )

（5）
其中，GL i 表示在等价关系 U/Ci 下的第 i粒层，GL表示

一个层次的粒结构 .
定义 7 博弈的规范式［23］. 设一个三元组 G =

[N{Si }{Pi }]表示博弈的一个规范式，其中N表示游戏

玩家的一个有限集合，即 N ={n1 n2 ni }. Si 表示玩家

ni采取的策略集，即 Si ={si1 si2 sij }. 其中，j代表玩家

ni 执行的策略数目 . Pi 表示任意一个策略组合下带给

玩家ni的收益 .
3 序贯三支决策模型的错误分类率与不确

定性关系分析

在文献［18］中，Zhang等基于两类分类错误提出了

自主纠错的机制，以期减少对象的错误分类率，所求每

一粒层的纠错阈值在提高分类精度上取得了一定的效

果 . 然而，纠错是需要额外成本的，当选取的纠错对象

较多时，决策区域的错误分类率会降低，而边界域的不

确定性会较大，同时决策效率会较低，反之亦然 . 为了

直观的理解序贯三支决策模型每一粒层的错误分类率

与不确定性的关系，下面给出了相关的定义 .
定义 8 序贯三支决策模型的错误分类率［18］. 在

粒 层 GL i，给 定 一 个 目 标 集 合 X ={x1 x2 xn }，

POS i (X )，NEG i (X )，BND i (X )分别表示第 i 粒层的正、

负、边界区域 . 则，正、负区域及总的错误分类率（Error
Classification Rate，ECR）可分别表示如下：

ECR i
POS =

|POS i (X ) Ø X|

|POS i (X )|
（6）

ECR i
NEG =

|NEG i (X ) X|

|NEG i (X )|
（7）

ECR i
total =

|POS i (X ) Ø X| + |NEG i (X ) X|

|POS i (X )NEG i (X )|
（8）

由以上定义可知，错误分类率 ECR 主要表征了决

策后，正、负区域错误分类的样本数与该区域总的样本

数之比 . 式（6）~（8）既刻画了两类错误分类存在的现

象，也能对决策给予一定错误容忍度 . 为了表征对于边

界域待分类样本的不确定性，下面给出了梁吉业［24］等
建立的模糊熵来度量边界域的不确定性 .

定义 9 边界域的不确性［24］. 在第 GL i 粒层，给

定目标子集 X (X Í U ). 设论域 U 的一个三支划分为 f：

U®{POS i (X )BND i (X )NEG i (X )}，则边界域BND i (X )

的不确定性可用如下的模糊熵来描述：

H (BND i (X ))=∑
i = 1

n

Pr(X|[xi ])(1 - Pr(X|[xi ])) （9）
其中，xi ÎBND i (X )表示边界域中的对象 . 当等价类的

隶属度从 0或 1趋近于 0. 5时，边界域的不确定性逐渐

增大，当隶属度取到 0或 1时不确定性达到最小，即模

糊熵为0，反之亦然 .
为了展示每一粒层正、负区域总的错误分类率与

边界域不确定性之间的定性关系，给出了下面的相关

定理 .
定理 1 给定第 i 粒层 GL i 的一个决策信息系统

Si = (Ui Ci DVi fi )，X (XÍU )是目标子集 . 对于一对

决策阈值 (αβ)0 £ β £ α £ 1.当 α减小，β增大时，ECR i
total

将增大，H (BND i (X ))将减小 .
证明 任给一对决策阈值 (αβ)，满足 0 £ β £ α £ 1.

为了描述方便，不妨设 β = 1 - α. 假定 ε(0 £ ε £ 1)表示隶

属度的增量，并且有 α¯ = α - εβ­ = β + ε. 其中­ ¯分别

表示增加和减少的标记，以下将从两方面给予证明：

（1）令集合POS i (X )={[xi ]|Pr(X|[xi ]) ³ α}NEG i (X )

={[xi ]|Pr(X|[xi ])£ β}BND i (X )={[xi ]|β < Pr(X|[xi ])<α}分

别 表 示 第 i 粒 层 的 正 区 域 、负 区 域 、边 界 域 . 令
POS i ′ (X )={[xj ]|α - ε £ Pr(X|[xj ])£ a}NEG i ′ (X )={[xj ]|β £
Pr(X|[xj ])£ β + ε}分别表示阈值变化后正区域、负区域的

增量 . 令
|POS i (X )|=d|POS i (X ) Ø X|= c|NEG i (X )|=b|NEG i (X )

X| = a|POS′i (X )| = g|POS′i (X ) Ø X| =h|NEG i ′ (X )| = f

|NEG′i (X ) X| = e. 这里 abcdefg 和 hÎN *. ECR(αβ)
total =

|POS i (X ) Ø X|+ |NEG i (X )X|

|POS i (X )NEG i (X )|
=

c+a
d+b

改变后的错误

分类率为 ECR
(α

¯
β

­
)

total =
c + a + e + h
d + b + f + g

. 由不等式关系可得

a
b
<

h
g
同理有

e
f
>

c
d
即

c + a + e + h
d + b + f + g

>
c + a
d + b

. 证毕 .
（2）因为 H (BND i (X )) =∑

i = 1

|n|

Pr(X|[xi ])(1 - Pr(X|[xi ])) 

[xi ]ÎBND i (X ). 则 当 α 减 小 ，β 增 加 时 ，则 可 得

BND i ′ (X )={[xk ] |β + ε £ Pr(X| [xk ]) £ α - ε}. 因 此 ，有
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BND i ′ (X )Í BND i (X )，故 H (BND i ′ (X ))£H (BND i (X )).
证毕 .

类似于定理1可得以下定理2：
定理 2 给定第 i 粒层 GL i 的一个决策信息系统

Si = (Ui Ci DVi fi )，X (XÍU )是目标子集 . 对于决策

阈值 (αβ)0 £ β £ α £ 1当 α增大，β减小时，ECR i
total 将减

少，H (BND i (X ))将增大 .
从定理 1、2中可以看到，决策正、负区域总的错误

分类率与边界域的不确定性呈现负相关变化关系 .
4 基于不确定性与错误分类率博弈的序贯

三支决策模型

在第 3节中，分析了正、负区域错误分类率与边界

域不确定性之间的关系 . 在本节中，引入博弈论的思想

构造两个对象之间的博弈，在纯策略博弈下去搜寻两

者的均衡点 . 具体为：在每一粒层中博弈的两个游戏玩

家分别为错误分类率与不确定性，游戏的策略为阈值

对 (αβ)的变化 . 随着阈值对的动态变化，博弈双方的

收益也会随之变化 . 博弈的相关要素包括博弈策略、收

益函数及博弈的停止条件 .
4. 1 博弈策略及收益分析

纯策略纳什均衡通常用来表示可能的博弈结果 . 当游

戏玩家选择的策略组成均衡后，就形成了一个平衡局势 .
一个策略组合(s1n s2m )是纯策略纳什均衡，仅当 s1n和 s2m

对于游戏参与者n1，n2来说是对对方最好的反馈 . 本文中

的游戏玩家为决策正、负区域总的错误分类率ECR i
total和

边界域的不确定性H (BND i (X ))，记为N={EH}. 在此基

础上，纯策略纳什均衡可形式化的表述如下：
"sEk Î SE PE (sEn sH m )³PE (sEk sHm )

其中，sEn sEk Î SE并且n ¹ ksHm Î SH.
"sHl Î SH PH (sEn sHm )³PH (sEn sHl )

其中，sHm sHl Î SH并且m ¹ lsEn Î SE.

收益函数 PΩ (sEn sHm )ΩÎ{EH}表示相应玩家在

执行当前策略下的收益 . 在本文的模型中，由于博弈的

对象是错误分类率和不确定性，这两个玩家主体的收

益不在同一维度和量纲下，无法进行直接的比较和计

算 . 为了使两个不同标准的量纲具有可比性，本文使用

了 L-2［25］范数来消除错误分类率和不确定性的维度影

响，通过数据标准化使得归一化后的两个量纲能用于

计算总收益，归一化的公式如下：

NormE =
Ei

||Ei|| 2

 NormH =
Hi

||Hi|| 2

（10）
其中，Ei = ECR i

total  Hi =H (BND i (X )). NormE NormH 分

别表示归一化后的错误分类率和不确定性 .
博弈的策略组合为S=SE´SH，其中SE={sE1 sE2 sEn }

是 E可能执行的策略集合，SH ={sH1 sH2 sHm }是 H可

能执行的策略集合 . nm分别代表了EH执行策略集的

数目 . 在本文构建的博弈模型中，策略集对应于阈值

αβ的变化 . 每个游戏玩家可选择两种策略中的一种，

即提升阈值或降低阈值，记为A ={­ ¯}. 其中­表示提

升操作，̄表示降低操作 . 根据之前的分析可知，当阈值

α选择提升动作时，即执行策略 α® α­时，正区域的错

误分类率 ECR i
POS 减少，ECR i

NEG 不变，H (BND i (X )) 增

加；当阈值 β选择降低动作时，即执行 β® β¯时，负区域

的错误分类率 ECR i
NEG 减少，ECR i

POS 不变，H (BND i (X ))

增加；反之亦然 . 详细的变化趋势如表1所示 .

由于博弈双方都追求各自利益的最大化，即，

ECR i
total 和 H (BND i (X ))都尽可能小 . 在此条件假设下，

最理想的解是 (ECR i
total = 0%H (BND i (X ))= 0). 为了表

征执行不同策略后总的收益到最优解的距离，使得总

的收益具有可比性，基于上文L-2范数归一化后的错误

分类率和不确定性，本文给出了如下的欧氏距离总收

益函数，图1给出了不同策略下总收益的示意图 .
P total = (NormE - 0%)2 + (NormH - 0)2 （11）

综合上面的分析，为了寻找不确定性与错误分类

率的平衡点，博弈策略的初始阈值 (αβ)应满足 0 £ β £

α £ 1. 游戏玩家通过执行不同的策略来改变初始阈值，

选取不同的初始阈值会影响玩家可能的执行策略 . 特
别地，当初始阈值为 β = 0α = 1 时，意味着此时的策略

表1 ECR i
total和H(BND i (X ))随阈值改变而变化的趋势

α
­

β
¯

α
¯

β
­

ECR i
POS

¯

®

­

®

ECR i
NEG

®

¯

®

­

ECR i
total

¯

¯

­

­

H (BND i (X ))

­

­

¯

¯

E

E1

E2

E3

E4

E5

E6

E7

H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7 H(0,0)

P1
total

P2
total

P3
total

P4
total

P5
total

P6
total

P7
total

图1 不同策略下总收益示意图
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拥有最小的错误分类率；当 α = β = γ时，此时拥有最小

的不确定性 . 对于本文的模型，在假设 (α = 1β = 0)的基

础之上，α执行逐渐减小的策略，β执行逐渐增加的策

略 . 设常量 cE cH 分别表示 E 和 H 每次改变阈值的步

长，且 cE cH 满足 0 < cE cH £ 1，则相应得到两个玩家的

策略集分别为：

SE ={αα - cE α - 2cE a - jcE } （12）
SH ={ββ + cH β + 2cH β + kcH } （13）

由此可以得到不同策略下游戏玩家的收益表如表

2所示 .

一般，k 和 j 的值不是固定的，与 cE 和 cH 的大小有

关 . 当选择的策略步长较大时具有较少的策略数目 .
反之亦然，同时收益矩阵也会更复杂，计算的复杂度也

会线性增加 . 一般根据实际需要，选择合适的步长 . 在

所提模型中，本文设定了 cH = cE ={0.010.050.1}，因为

本文的重心是想说明从这两个角度博弈的思想，而 kj

选择的多少对本文的思想是没有影响的，因此，没有再

详细讨论 .
4. 2 博弈重复及停止条件

4. 2. 1 博弈重复

设给定当前博弈的策略集为 SE ={sE1 sE2 sEn }，

SH ={sH1 sH2 sHm }分别表示玩家EH的策略集，初始

阈值为 (αβ). 若策略 (sEp sHq )是当前局势下的均衡点，

对应的阈值为 (α* β* ). 则后续博弈策略集的初始阈值

更新为当前的阈值 (α* β* )且博弈双方的策略集和之前

相 同 . 即 后 续 博 弈 重 复 的 策 略 集 仍 然 为 SE =
{sE1 sE2 sEn }，SH ={sH1 sH2 sHm }.
4. 2. 2 博弈停止条件

在博弈重复中，设置博弈停止条件能让博弈重复

一定次数在合适的时机停下来，此时得到的阈值即为

最终的输出结果 . 博弈的停止条件根据具体需要可以

设置不同的标准，包括但不限于：博弈的结果阈值 (αβ)

不再满足 0 £ β £ α £ 1；当前均衡没有提高上一步初始阈

值的收益；一方的收益弥补不了另一方的损失；双方都

出现亏损 . 结合本文模型，设计了如下的博弈停止

条件：

（1）给 定 初 始 策 略 集 SE ={sE1 sE2 sEn }，SH =

{sH1 sH2 sHm }及初始阈值 (α = 1β = 0). E 以常量 cE 来

改变自己的策略，H 以常量 cH 来改变自己的策略 . 记
initialcurrentpreviousfinal 分别表示初始、当前、上一

步、最终四种策略状态 . 若 P current
total ³ P previous

total ，则更新初始

阈值 (αβ)® (α′β′ )，其中 α′= α - Δβ′= β + Δ，同时以相

同的策略重复步骤1.
（2）在（1）满足的条件下，若当前策略满足 P current

total <

P previous
total ，意 味 着 总 收 益 出 现 亏 损 ，则 博 弈 停 止 ，

(αprevious βprevious )为结果阈值 .
（3）若 P current

total ³ P previous
total 恒成立，则 (αfinal βfinal )为结果

阈值；若 P current
total £ P previous

total 恒成立，则 (α initial β initial )为结果

阈值 .
为了更直观的阐述所提模型的思想，下面给出了

模型的算法，如算法1所示 .

表2 不同策略组合下错误分类率与不确定性博弈的收益表

E

α

α - cE

α - 2cE

…

α - jcE

H

β

<PE (αβ)

PH (αβ)>

<PE (α - cE β)

PH (α - cE β)>

<PE (α - 2cE β)

PH (α - 2cE β)>

…

<PE (α - jcE β)

PH (α - jcE β)>

β + cH

<PE (αβ + cH )

PH (αβ + cH )>

<PE (α - cE β + cH )

PH (α - cE β + cH )>

<PE (α - 2cE β + cH )

PH (α - 2cE β + cH )>

…

<PE (α - jcE β + cH )

PH (α - jcE β + cH )>

β + 2cH

<PE (αβ + 2cH )

PH (αβ + 2cH )>

<PE (α - cE β + 2cH )

PH (α - cE β + 2cH )>

<PE (α - 2cE β + 2cH )

PH (α - 2cE β + 2cH )>

…

<PE (α - jcE β + 2cH )

PH (α - jcE β + 2cH )>

…

…

…

…

…

…

β + kcH

<PE (αβ + kcH )

PH (αβ + kcH )>

<PE (α - cE β + kcH )

PH (α - cE β + kcH )>

<PE (α - 2cE β + kcH )

PH (α - 2cE β + kcH )>

…

<PE (α - jcE β + kcH )

PH (α - jcE β + kcH )>

算法算法1 基于不确定性与错误分类率博弈的序贯三支决策模型基于不确定性与错误分类率博弈的序贯三支决策模型

输入输入：：决策信息系统S = (UCDVf )，目标集X (XÍU )，初始阈值

对 (α = 1β = 0)，number = 0

输出输出：：博弈均衡阈值对 (α* β* )；

Step1：：FOR j = 1：|C|

得到第 j层的决策信息系统Sj = (Uj Cj DVj fj )；

Step2：： FOR i = 1：|Uj /Rj|

计算每个等价类的隶属度Pr(X|[xi ])=
|[xi ]X|

|[xi ]|
；

END FOR
END FOR

Step3：：初始化策略集SE ={αα - cE α - 2cE α - pcE }；

SH ={ββ + cH β + 2cH β + qcH }；

Step4：：FOR k = 1：min{pq}
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5 对比实验及分析

本文从 UCI数据库中选取了 10个标准数据集

Breast-Cancer-Wisconsin（BCW）、Mammographic-Masses
（MM）、Pen-based Recognition of Handwritten（PRH）、

Mushroom（M）、Wireless Indoor Localization（WIL）、Opti⁃
cal Recognition of Handwritten（ORH）、Website Phishing
（WP）、Car Evaluation（CE）、Statlog（S）、Wholesale Cus⁃
tomers（WC）进行了对比实验 . 并对数据集进行了预处

理 . 所使用的实验环境为：Windows 10，Intel（R）Core
（TM）i7-7700 CPU @ 3.60 GHz，4核，8 GB RAM，编程

语言为Matlab 2016b.
在博弈的策略组合中，本文设定了一个步长集

δ ={0.010.050.1}. 即，分别在步长为 0.01、0.05、0.1情
况下进行了自对比实验；同时由于博弈论与多目标

决策联系紧密但本质不同，为了比较两者的效果，本

文在同等实验条件下设计了博弈论与多目标决策的

对比实验 . 在多目标决策中，TOPSIS方法是常用的基

于多目标决策的评价函数，其主要思想是评价目标

对象与理想解（最优解）和负理想解（最劣解）的贴近

程度进行一个综合排序 . 在可行解中，若某一解距最

优解越近（距离越小），同时距最劣解越远（距离越

大），则此时的解为决策结果 . 基于以上的思想，本文

设计了多目标决策方法下的理想解和负理想解

如下 .
在序贯三支决策模型渐进决策的过程中，对于游

戏 玩 家 E 和 H 的 一 组 可 行 解 ，记 为 Solufea =
{(Norm1

E Norm1
H ) 假 定 Efea = {Norm1

E Norm2
E 

Normm
E } H fea = {(Norm1

H Norm2
H  Normm

H )} 分别表

示错误分类率和不确定性的可行解，则理想解和负理想

解可分别表示如下：

Idea =[min(E fea )min(H fea )] （14）
Wors =[max(E fea )max(H fea )] （15）

其中min(E fea )min(H fea )max(E fea )max(H fea )分别表示

集合Efea H fea的最小（最大）值 .
根据式（14）、式（15）结合多目标决策的思想，本文

从错误分类率与不确定性分别到理想解与负理想解的

欧式距离 (distEuclidean )设计了综合评价函数如下：
ei (v)= |dist i

Euclidean (Norm i
E Norm i

H )Idea| -

|dist i
Euclidean (Norm i

E Norm i
H )Wors|i = 12m （16）

在实际决策中，决策者希望所求的解越接近理想

解的同时越背离最劣解 . 为此，根据所得的综合评价函

数，给出了如下多目标决策下的最优解求取办法：

Soluoptimal = arg
iÎ{12m}

min{ei (v)} （17）
根据以上的实验方案，设计了两个模型的对比实

验 . 由于文章的篇幅有限，10个数据集每一粒层阈值对

的结果表没有在此一一陈列，且所有表的结论是一致

的 . 因此，这里仅展示了有代表性数据集的实验结果，

如表3~5、图2所示 .

从算法 1中可以看出，Step1、Step2首先得到每一粒

层的决策信息表，同时计算出每个等价类的隶属度，这

部分时间复杂度为O(nmk). 其中，n代表对象的个数，m

代表属性的个数，k代表等价类的个数；Step3为初始化

策略集，时间复杂度为O(1)；Step4为归一化及判断求取

结果阈值的过程 . 因为博弈论找到均衡后算法就停止

了，所以最坏的情形下是遍历完所有策略，此时时间复

杂度为 O(k). 其中 k 为策略集数目 . 综上可知，本文模

型的时间复杂度最差情况下为 O(nmk). 在多目标决策

方法中，Step1~Step3与博弈论算法的步骤是一样的，而

L-2范数归一化：NormE =
Ek

||Ek|| 2

 NormH =
Hk

||Hk|| 2

；

计算总收益P k
total = (NormE - 0%)2 + (NormH - 0)2 ；

IF P current
total ³P previous

total THEN
更新阈值α′¬ α - kcE；

更新阈值β′¬ β + kcH；

更新计数number = number + 1；

IF P current
total <P previous

total 且number ¹ 0 THEN
(α* β* )= (αj

previous β
j
previous )；

IF P current
total £P previous

total 且number º 0 THEN
(α* β* )= (α initial β initial )；

IF P current
total ³P previous

total 且number =min{pq}THEN
(α* β* )= (αfinal βfinal )；

END FOR
Step5：：返回 (α* β* )

表3 WIL每一粒层的决策阈值对实验结果 (αβ)

层数

1
2
3
4
5

0.01
博弈论

（0.88，0.12）
（0.85，0.15）
（0.67，0.33）
（0.51，0.49）
（0.51，0.49）

多目标

（0.62，0.38）
-

-

-

-

0.05
博弈论

（0.9，0.1）
（0.75，0.25）
（0.7，0.3）
（0.55，0.45）
（0.55，0.45）

多目标

（0.6，0.4）
-

-

-

-

0.1
博弈论

（0.7，0.3）
（0.8，0.2）
（0.7，0.3）
（0.6，0.4）
（0.6，0.4）

多目标

（0.6，0.4）
-

-

-

-
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在 Step4中，多目标决策方法通过遍历所有步骤来寻求

最优解，这步的时间复杂度固定为 O(k). 综上，博弈论

的模型具有更低的时间复杂度 .
此外，为了更好的说明算法的时间开销差异，表 5

给出了博弈论的模型与多目标决策方法在同等实验条

件下的运行时间对比分析 . 从表 5中可以看出，除个别

数据集，如WIL，博弈论模型的时间开销略高于多目标

决策；以及个别参数下，如 BCW数据集 0.01步长、MM
数据集 0.1步长下稍微差一点，其他都优于多目标决策

方法 .
从图2中可以看到，在BCW数据集中 . 从横向对比

来看，博弈的序贯三支决策模型随着步长的变小，决策

后的错误分类率逐渐减少，也即分类精度逐渐提高 . 这
是因为较小的步长意味着博弈的策略集更精细，这符

合人类的认知规律 . 虽然博弈过程中搜索平衡阈值的

时间开销变大了，但追求的分类精度更高了 . 另一方

面，从博弈论模型与多目标决策方法的纵向对比来看，

可以看出，相比博弈论的序贯三支决策模型，多目标决

策方法在不同数据集同等步长下的错误分类率有时

低，有时高 . 但在 10个数据集的总体情况下，多目标决

策的模型相比博弈论的模型拥有更高错误分类率 . 此
外，在表 3中，博弈论模型具有更为合理的阈值对结构，

即决策阈值对是逐渐向中间靠近，从而使得每一层的

边界域逐渐减少 . 这是因为多目标决策是在给定条件

下遍历寻求当前的最优解，求取的每一粒层决策阈值

对具有不稳定性；而博弈论是求边界域不确定性与决

表4 不同数据集下的错误分类率

数据集

BCW
MM
PRH
M
WIL
ORH
WP
CE
S
WC

0.01
博弈论

5.86%
6.39%
4.88%
3.39%
1.80%
7.30%
17.52%
9.72%
0.12%
8.41%

多目标

5.86%
22.05%
4.88%
2.03%
24.90%
10.18%
15.45%
9.72%
0%
8.41%

0.05
博弈论

6.15%
8.80%
6%
3.39%
4.85%
10.18%
36.95%
12.50%
0.12%
28.18%

多目标

6%
7.11%
5.07%
0.87%
24.90%
10.18%
36.95%
12.50%
0%

28.18%

0.1
博弈论

6%
8.80%
5.5%
3.29%
18.40%
10.18%
36.95%
29.98%
0%

28.18%

多目标

6.15%
22.05%
5.14%
1.18%
24.90%
10.18%
36.95%
29.98%
0%

28.18%

表 5 不同数据集下运行时间对比(时间/s)
数据集

BCW
MM
PRH
M
WIL
ORH
WP
CE
S
WC

0.01
博弈论

0.0803
0.1916
1.1732
0.6091
0.6540
0.0267
0.2390
0.5055
0.1826
0.1365

多目标

0.0857
0.2321
1.2532
0.7227
0.0310
0.0391
0.3677
0.5124
0.1894
0.1449

0.05
博弈论

0.0266
0.0872
0.5431
0.4477
0.3899
0.0179
0.0079
0.2995
0.1249
0.0034

多目标

0.0344
0.1247
0.8229
0.6806
0.0155
0.0212
0.0086
0.3063
0.1341
0.0557

0.1
博弈论

0.0249
0.0826
0.6348
0.4363
0.0841
0.0152
0.0098
0.0027
0.1231
0.0020

多目标

0.0227
0.0039
0.7525
0.5898
0.0135
0.0164
0.0141
0.0032
0.1274
0.0039

0.00% 5.00% 10.00% 15.00% 20.00% 25.00% 30.00% 35.00% 40.00%
BCW
MM
PRH

M
WIL
ORH

WP
CE

S
WC

ECR对比

0.1 多目标 0.1 博弈论 0.05 多目标 0.05 博弈论 0.01 多目标 0.01 博弈论

图2 10个数据集在不同步长下的ECR对比
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策正、负区域错误分类率的平衡，相对多目标决策而

言，所求阈值对结构更符合序贯三支决策模型的阈值

假设，具有更合理的考虑 .
综上分析可知，通过综合考虑边界域不确定性与

决策正、负区域错误分类率，既追求错误率较小的同时

也保证快速决策的效率 . 本文所提基于博弈论的序贯

三支决策模型能获得较好的效果，在实际应用场景中

具有一定的应用价值 .
6 结束语

现有序贯三支决策模型的研究从提高分类精度或

减少分类不确定性方面进行决策阈值的求取，缺乏对

二者的综合考虑 . 为了解决这个问题，本文从博弈论的

视角下构建了决策正、负区域错误分类率与边界域不

确定性博弈的机制，并提出了求取每一粒层自适应决

策阈值的优化模型 . 为了比较模型的效果，设计了基于

TOPSIS的多目标决策方法，利用 10个UCI标准数据集

进行了对比实验 . 实验结果验证了博弈论的序贯三支

决策模型所求决策阈值结构的合理性 . 进一步地，通过

与多目标决策方法的错误分类率进行对比，验证了博

弈论的序贯三支决策模型效果的有效性 .
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